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Приближённый метод расчёта времени 
плавления шугообразного криопродукта в 
цилиндрической горизонтальной емкости 
Товарных Г. Н.1,*  
 
1МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, Россия 
 
 
Предложен приближённый метод расчета времени плавления шугообразного криопродукта в 
горизонтальной цилиндрической емкости со сферическими днищами при дренажном хранении. 
Рассмотрена задача о нахождении положения границы раздела между чистой жидкостью и 
шугой с учетом тепловых потоков со стороны стенок и области чистой жидкости. Принято, что 
область шуги изотермична и имеет температуру плавления твердой фазы, граница раздела 
шуга – чистая жидкость плоская, свободная поверхность жидкости неподвижна и имеет 
температуру насыщения при заданном давлении. Температура в области чистой жидкости 
распределена по линейному закону. Полученные приближенные соотношения позволяют 
оценить время плавления шугообразного криопродукта в емкости без детального расчета 
температурных полей в области чистой жидкости. 
Ключевые слова: криогенная жидкость, криопродукт, дренажное хранение, жидкость, шуга, 
плавление, емкость 
 
Введение 
Использование криогенных жидкостей в виде смеси жидкой и твёрдой фаз (в так на-
зываемом шугообразном состоянии) позволяет существенно уменьшить затраты на их 
транспортировку и хранение, поскольку тепло, проникающее в резервуар, тратится в на-
чале на плавление твердой фазы и лишь затем — на нагрев и испарение жидкости.  
В работе [1] приведены результаты численного решения задачи о плавлении шуго-
образного криопродукта в вертикальной цилиндрической ёмкости. Приближённый анали-
тический метод расчета времени плавления шугообразного криопродукта в сферической 
емкости при дренажном хранении представлен в работе [2]. Методика расчета положения 
подвижной границы с учетом плавления твердой фазы представлена в работах [3-11].  
В данной статье получены приближенные формулы для определения времени плав-
ления шугообразного криопродукта в горизонтальной цилиндрической емкости со сфери-
ческими днищами.  
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1. Постановка задачи 
Шуга рассматривается как квазижидкая среда. Плавление происходит как под дейст-
вием тепловых потоков, поступающих со стороны твердых стенок, имеющих контакт с 
шугой, так и под действием теплового потока, поступающего к шуге сверху, со стороны 
чистой жидкости. При этом принимается предположение о том, что температура распре-
делена в чистой жидкости в вертикальном направлении по линейному закону (рис. 1). 
 
Рис. 1. Плавление шуги в горизонтальной цилиндрической емкости со сферическими днищами.  
1G - область пара, 2G - область чистой жидкости, 3G - область шуги. 
2. Основные соотношения 
Балансное условие Стефана для шуги, частично заполняющей горизон-
тальную цилиндрическую емкость со сферическими днищами, имеет вид: 
нас пл нас пл
б1 б2 ж ж1 ж ж2
0 0
T T T T
qS qS S S dt 
   
  
    
  
 
   пл тв 1 2L dV dV   , (1) 
где б1S - суммарная площадь сферической поверхности стенки, имеющей контакт с шу-
гой; б2S - площадь цилиндрической поверхности стенки, имеющей контакт с шугой; ж1S - 
суммарная площадь поверхности раздела между шугой и чистой жидкостью в области 
сферических днищ; ж2S - площадь поверхности раздела между шугой и чистой жидко-
стью в цилиндрической части емкости; q - удельный тепловой поток; t - время;  - коор-
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дината границы раздела шуга- область чистой жидкости; 
0 - начальная координата гра-
ницы раздела шуга- область чистой жидкости; насT  – температура насыщенных паров 
(температура границы раздела жидкость – пар); плT  – температура плавления твёрдой фа-
зы; плL - теплота плавления; тв - плотность твёрдой фазы;  - концентрация твёрдой фа-
зы в шуге; ж - теплопроводность жидкой фазы; 1dV - элементарный объём в области 
сферических днищ, в котором происходит плавление шуги; 2dV - элементарный объём в 
цилиндрической части емкости, в котором происходит плавление шуги. 
В соответствии с рис. 1 запишем очевидные геометрические соотношения [3]: 
 б1 2 2S R R   , 
 ж1 2S R    , 
 1 ж1 2dV S d R d       , 
 1 cosR   , arccos 1
R


 
  
 
, 
2
2sin 1 cos 1 1
R

 
 
     
 
, 
 б2 2 2 arccos 1S R H R H
R

  
  
      
  
, 
2
ж2 2 sin 2 1 1S HR HR
R


 
    
 
, 
2
2 ж2 2 sin( ) 2 1 1dV S d HR d HR d
R

   
 
     
 
. 
Подставляя эти соотношения в (1) получим:  
 2 2 2 arccos 1q R R q R H
R

  
   
       
  
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 
2
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 
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 
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  
 
, (2) 
Приведем уравнение (2) к безразмерному виду 
     2 2 2 arccos 1q q K         
   
2
0 0
1 1
2 2 1 1K dFo   
   

     
  
 
    
2
2 2 1 1Ko K d    
 
     
 
, (3) 
где 
 ж нас пл
qR
q
T T


- безразмерный тепловой поток, 
ж
2
a t
Fo
R
 - число Фурье,  
 
пл тв
рж ж нас пл
L
Ko
c T T
 



- число Коссовича, 
R

  , 00
R

  , жж
рж ж
a
c


 ,  
жa - температуропроводность жидкой фазы, ржc - теплоёмкость жидкой фазы,  
ж - плотность жидкой фазы. 
Из уравнения (3) можно выразить безразмерное время (число Фурье): 
 
    
 
0
2
0 2 2 2K
Fo Ko d
f


      


   
  . (4) 
Здесь 
         0 2 2 2 arccos 1f q K              
  22 2 2K        . 
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Полное время плавления шуги будет определяться из уравнения (4) при значении 
верхнего предела интегрирования 2  . 
Выразим текущий объем, занимаемый шугой.  
ш ш1 ш2V V V  . 
Здесь  
   
2
ш1 2
3
V R R

     - текущий объем, занимаемый шугой в области сфе-
рических днищ; 
    2 2ш2 arccos 1 1 2V HR            - текущий объем, за-
нимаемый шугой в цилиндрической области. 
Отношение текущего объема, занимаемого шугой, к первоначальному объему, имеет 
вид: 
 
        
        
2
2
ш 2
2
0 0 0 0 0 0
2 1 3 arccos 1 1 2
2 1 3 arccos 1 1 2
K
V
K
       
       
       

       
 (5).  
Если пренебречь тепловым потоком, поступающим к шуге со стороны чистой жид-
кости, то вместо (4) можно записать 
 
 
     0
22 2 2
2 2 arccos 1
K
Fo Ko d
q K


    

   
  

   
 . (6) 
3. Результаты расчетов 
На рисунке 2 представлена зависимость полного времени плавления шуги от основ-
ных параметров. Базовый вариант соответствует следующим значениям основных пара-
метров: 
01; 0,5 ; 0,5q Ko    ; K=2. 
Кривая 1 отражает зависимость пл ( )Fo f q  с учётом теплового потока со сторо-
ны чистой жидкости, а кривая 2 зависимости пл ( )Fo f q  без учёта теплового потока 
со стороны чистой жидкости. Расхождение между кривыми 1 и 2 при 1q   достигает 97 
%, а при 10q   меньше 11 %. Кривая 3 показывает линейную зависимость 
пл ( )Fo f Ko , а кривая 4 отражает зависимость пл 0( )Fo f  . В диапазоне 
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00,1 1,6   кривая 4 также близка к линейной. Кривая 5 показывает, что изменение 
длины цилиндрической части емкости не оказывает существенного влияния на время 
плавления шуги. Так при 1K   имеем пл 0,2557Fo  , а при 10K   получаем 
пл 0,2628Fo  . 
  
Рис. 2. Зависимость полного времени плавления от основных параметров. зависимость пл ( )Fo f q  с 
учётом теплового потока со стороны чистой жидкости; 2 - зависимость пл ( )Fo f q  без учёта 
теплового потока со стороны чистой жидкости; 3 - зависимость пл ( )Fo f Ko ;  
4 - зависимость пл 0( )Fo f  ; 5 – зависимость пл ( )Fo f K . 
Заключение 
В статье получены аналитические формулы, позволяющие оценить время плавления 
шугообразного криопродукта в горизонтальной цилиндрической емкости без определения 
локальных температурных полей в области чистой жидкости. Формулы записаны в без-
размерном виде с использованием известных критериев Фурье и Коссовича, что позволяет 
использовать их для широкого круга криогенных жидкостей. Результаты расчетов пред-
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ставлены в графическом виде и дают возможность выделить наиболее существенные па-
раметры, влияющие на полное время плавления твердой фазы шугообразного криопро-
дукта. Проведенная работа предполагает дальнейшее исследование процессов тепло- и 
массопереноса в емкостях, частично заполненных криогенными жидкостями с включени-
ем твердой фазы. Представленные в работе результаты можно использовать при проекти-
ровании систем долговременного хранения криогенных компонентов топлива, а получен-
ные приближенные соотношения в качестве обобщающих зависимостей при эксперимен-
тальных исследованиях. 
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The paper proposes an approximate method to calculate the melting time of the sludge-like 
cryogenic product in horizontal cylindrical tank with spherical bottoms during drainage storage. 
The problem to find where there is the liquid - clean slush interface taking into account the heat 
flows from the walls and the area of clean liquid. It is assumed that the area of sludge is isother-
mal and has a melting point of solids, sludge - clean liquid interface is flat, free surface of the 
liquid is stationary and has a saturation temperature at a given pressure. The temperature in the 
clean liquid is distributed linearly. These approximate relationships allow us to estimate the 
melting time of the sludge-like cryogenic product in tank without detailed calculation of tem-
perature fields in clean liquid. 
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